Int. J. Contemp. Math. Sciences, Vol. 6, 2011, no. 18, 869 - 886 


Enveloppe plate sur un duo-anneau 
Mohamed Ben Fraj BEN MAAOUIA 


UFR des Sciences Appliquées et Technologie 
Université Gaston Berger Saint-Louis (UGB), Sénégal 
maaouiaalg@hotmail.com 


Mamadou SANGHARE 


Faculté des Sciences et Techniques 
Université Cheikh Anta Diop de Dakar (UCAD) 
BP: 5005 Dakar Sénégal 
mamsanghare@hotmail.com 


Abstract. In this paper we suppose that À is à duo - ring (that is for 
every a € À, aA — Aa) and use the concept of * - localisation Ap+ at à 
prime ideal P, introduced in [6] and [7]. 

We show that if the week dimension WD(A?»:+) of Ap+ is finite for every 
prime ideal P of À, then every left À - module has a flat cover if and only 
if every left À is a coherent ring and WD(A) < 2. 

We investigate flat covers in IF - duo - rings and show that if À isan IF 
- duo - ring and M an À - module of finite presentation, then M has a flat 
cover if and only M is an essential submodule of a projective À - module. We 
show in particular that in an IF - duo - ring A the Jacobson radical J(4,,:) 
of A» and M» are right T - nilpotent, where m is a maximal ideal of A. 
The finite section is devoted to flat covers in quasi - Frobenius duo ring. It 
is shown that if À is a coherent duo ring such that for every maximal ideal 
M, Am isa QF - ring, then every left À - module of À. finite presentation 
has à monomorphic flat cover. 
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Résumé 
Dans ce travail nous supposons que À est un duo-annneau et utilisons la 
notion de * - localisé A+ de À en P définie dans [6] et [7]. 


870 M. B. F. BEN MAAOUIA and M. SANGHARE 


Nous étudions les enveloppes plates dans les Ap:P-modules à gauche, et 
nous montrons que si la dimension faible de AP est finie (WD(Ap+) < +) 
pour tout idéal premier P de À, alors tout A-module à gauche admet une 
enveloppe plate si et si seulement À est cohérent et WD(A) < 2. 

Nous étudions aussi les enveloppes plates dans les 7 F-duo-anneaux et nous 
montrons que si À est un /F-duo-anneau et M un A-module de présentation 
finie, alors M admet une enveloppe plate si et si seulement M est un sous- 
module essentiel d’un module projectif de type fini, puis nous montrons que 
dans un /F-duo-anneau À les parties J(A,,+) et m,+ sont T-nilpotentes où m 
est un idéal maximal de A. 

Enfin nous étudions les enveloppes plates sur les duo-anneaux quasi-frobéniusiens 
(QF-duo-anneau) et nous montrons que si À est un anneau cohérent tel que 
pour tout idéal maximal m, A,» est un QF-anneau alors tout A-module de 
présentation finie admet une enveloppe plate monomorphique. 


Introduction 


Soient M un À - module à gauche, un À - module plat F est appelé 
pré-enveloppe plate de M s’il existe un morphisme f : M —— F tel que 
pour tout morphisme g: M — E où ÆE est un À - module plat à gauche. 
Il existe un morphisme g:F — E vérifiant ho f = g. 

Si en particulier dans le cas où g = f tout endomorphisme h:F—F 
vérifiant ho f — f est un automorphisme, alors F est dite enveloppe plate 
de M. 

Si M admet une enveloppe plate elle est unique à un isomorphisme près. 

En général l'enveloppe plate d’un À - module à gauche n’existe pas toujours. 
Voir [2], (31, [4] 

Dans ce travail nous supposons que À est un duo - anneau et nous montrons 
les résultats suivants : 


Théorème 0.1. Si la dimension faible WD(A,:) de À, est finie pour tout 
idéal premier p de À, alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) À est cohérent et WD(A) < 2. 

ii) tout À - module à gauche admet une enveloppe plate. 


Théorème 0.2. Soit A un duo - anneau. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

i) À est cohérent et self - injectif 

ii) Tout À - module de présentation finie admet une enveloppe plate qui 
coincide avec son enveloppe injective. 


Théorème 0.3. Soit À un duo - anneau. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

i) Tout À - module admet une enveloppe plate monomorphique. 

ii) Pour tout idéal maximal m de A, le *-localisé en m de À 

Am est un corps ou À» est un anneau quasi - frobeniusien (QF) qui 
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est un À - module projectif. 


1. DÉFINITIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 


Définition 1.1. Soient M un A - module, F un A - module plat et 
f: M — F un morphisme de A - modules. Le couple (F, f) où f est dit 
pré - enveloppe plate de M si pour tout A - module plat F' et tout morphisme 
g: M — F' il existe un morphisme h:F — F' tel que hof = g et 
si de plus tout h:F —> F qui vérifie : ho f = f est un automorphisme, 
alors F est dit enveloppe plate. 


Définition 1.2. Soit M un À - module à gauche. M est dit de présentation 
finie s'il existe une suite courte exacte 0 —> N — F —> M — 0 de A- 
modules à gauche telle que F est un À - module à gauche libre de type fini 
et N un A - module à gauche de type fini. 


Définition 1.3. Un À - module est dit cohérent si tout sous - module de M 
de type fini est de présentation finie. 


Définition 1.4. Un anneau À est dit cohérent à gauche (respectivement à 
droite) si le À - module à gauche ÀA est cohérent à gauche (resp. le A - 
module à droite AA est cohérent à droite). 


Définition 1.5. Soit M un À - module à gauche et soit N° un sous - module 
de M. Alors 

1) N est dit sous - module essentiel de M noté N M si pour tout sous 
- module L de M telque NNL=O0O alors L=0. 

2) N est dit sous - module superflu de M noté N < M si pour tout sous 
- module L de M telque L+N=M alors L= M. 


Définition 1.6. Soit M un À - module. On appelle couverture projective 
de M tout épimorphisme f: P —> M où P est un À - module projectif 
tel que Ker f est un sous - module superflus de P. 


Proposition 1.7. Soit f : P —> M un morphisme de A - modules à gauche 
avec P projectif. Alors f est une couverture projective si et si seulement : 
a) Pour tout homomorphisme g:P'—> M où P' est un module projectif, 
il existe h:P'— P tels que foh=3g. 
b) Pour tout endomorphisme h : P —> P tel que foh = f est un 
automorphisme. 


Proposition 1.8. Soit À un anneau cohérent et M un À - module à droite 
de présentation finie. Alors M admet une enveloppe plate si et si seulement 
M* = Hom(M, A) admet une couverture projective. 


Preuve : [2, Proposition 1] 


Proposition 1.9. Soit A un anneau tel que tout À - module à droite de 
présentation finie admet une pré - enveloppe plate alors A est cohérent à 
gauche. 
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Preuve : [2 , d’après Proposition 2] 


Définition 1.10. Un anneau A est dit semi - régulier si tout À - module à 
gauche de présentation finie admet une couverture projective. 


Proposition 1.11. Soit À un anneau semi - régulier. Alors tout À - module 
à droite de présentation finie admet une enveloppe plate si et si seulement A 
est cohérent à gauche. 


Preuve : [2, Corollaire 3] 

Soit À un anneau. On dit que À est un duo - anneau si pour tout a € À, 
on a aA = Aa. 
Une partie S d’un anneau À est dite semi - multiplicative pour tout couple 
(a,b) s’ilexiste x € À tel que axb ES. 
Une partie S d’un anneau À est dite multiplicative s’il est stable pour les 
multiplication et si1€sS. 
- Une partie multiplicative S de À est dite saturée si 
VsEeEA SHES— ses ou tES. 
Un idéal P d’un anneau A est dit premier si P Z À si pour tout à,bE€ À, 
la relation aAb € P entraone a € À ou bE À. 


Lemme 1.12. Soit À un duo - anneau, P un idéal premier. Alors 

1) Va, bE À addEP—a€eP ou beP 

2) A\P est une partie multiplicative saturée, où A\P est le complémentaire 
de À. 

3) L'ensemble SP des éléments réguliers de D est une partie multiplicative 
saturée 


Théorème 1.13. (/6] ) Soit A un duo - anneau, P un idéal premier de 
À, Sp l’ensemble des éléments réguliers de A\P et M un À - module à 
gauche. Alors 

e La relation binaire R définie sur Sp x M par (s,m)R(s',m) — 
ils existentx,y € Sp : xm—=ym) et xs = ys! est une relation d'équivalence 
et l’ensemble des classes d'équivalence modulo R sera noté Mp:. 


e si (s,m)€e Sp x M la classe de (s,m) modulo R est notée _. 
s 


Théorème 1.14. 0.1.3 (/6]) 
Soient À un duo - anneau et P un idéal premier de À et M un À - 
module à gauche. Alors la correspondance 


où æ,yE SP sont tels que xs = ys, est une loi de composition interne sur 
Mp+. et (Mp:,+) est un groupe abélien. 
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Théorème 1.15. 0.1.4 (/6]) Soit À un duo - anneau et P un idéal premier 
de A. Alors la correspondance 


Ap+ X Ap+ == Ap+ 


1) (22) ne 2 
S Lt S 


est tel que wa = zt, est une loi de composition interne sur Ap+ appelée 
multiplication et (Ap+,+,.) est un anneau. Cet anneau est appelé * - localisé 
de A en P. et l’application 
À rx: Ap*+ 
a 


a —— 


1 


est un homomorphisme d’anneaux injectif. 


2) la relation Ap+ X Mp+ —> Mp: 


a M a m 2m 
RE re —> — j— = — 
$ t S t wsS 


où (w,z) € Sp x À est tel que wa —=z2t, est une loi de composition externe 
sur Mpx et Mp+x muni de + et de . est un Ap+ - module et l'application 


im: M  — Mps 
T 


G—— 


est un homomorphisme de À - modules à gauche. 


Théorème 1.16. 01.15 (/6]) Soit A un duo - anneau, P un idéal premier 


de À, M un À - module à gauche. Si N LT, M est un homomorphisme 
de À - modules à gauche, alors il existe un unique homomorphisme de À, - 
modules f*:N,; — M: rendant commutatif le diagramme de A - modules 
à gauche : 


iN im 


NET 


Remarque 1.17. Ap. n’est pas en général un anneau local : Exemple si 


A=Z/64, P=2.A= {0,24} 
A\P 7 (1,3,5) ; = LEE et A+ SZ A qui n’est pas local 
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2. x - LOCALISATION ET ENVELOPPE PLATE 


Proposition 2.1. Soit À un duo - anneau tel que tout À - module admet 
une enveloppe plate. Alors tout Ap:+ - module admet une enveloppe plate pour 
tout idéal premier P de A. 


Preuve 

Soit M un Ap: - module et soit f : M — F une enveloppe plate du A 
- module à gauche M. En identifiant les deux Ap+ - module à gauche M et 
Mp+ par l’isomorphisme de Ap: - modules 

im : M — Mpx 
ER 
1 
il existe un unique homomorphisme de Ap:+ - modulees f* : M — F?: 
vérifiant ir o f = f*. 

Montrons que f* est une enveloppe plate du Ap+ - module M. On sait,d 
‘après [6], que Fp+ est un Ap+ - module plat. Soit L un Ap+ - module plat, 
et g: M — L un homomorphisme de Ap+ - modules. Il est clair que ZL 
est aussi un À - modules plat. Il existe un homomorphisme de A - modules 
h:F — L tel que g=hkof et un homomorphisme de Ap+ - modules 
R*: Fpx — L tel que h=h*oir etona 


ho 


Corollaire 2.2. Soit À un duo - anneau cohérent et P un idéal premier, 
alors tout À,» - module à gauche de présentation finie admet une enveloppe 
plate. 


Preuve 

Comme À est cohérent, donc tout À - module de présentation finie admet 
une enveloppe plate et d’après la proposition précédente. Si M est un Ap: 
- module de présentation finie alors M admet une enveloppe plate. 


Définition 2.3. Soit N un A - module à gauche. Alors N est dit FP - in- 
jectif si Ext\(M,N)=0 pour tout À - module à gauche M de présentation 
finie. 


Définition 2.4. Soit À un anneau. Alors A est dit self - FP - injectif à 
gauche si AA est F.P - injectif. 


Corollaire 2.5. Soit A un anneau self - FP - injectif à droite. Alors tout 
A - module à droite admet une enveloppe plate si et si seulement si À est 
semi - régulier et cohérent à gauche. 


Preuve : [2, Corollaire 5] 
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Lemme 2.6. Soient f : M — F une enveloppe plate et g: M —> P une 
pré-enveloppe plate. Alors il existe une enveloppe plate h: M —— F' telle 
que P=P'&6F" et F=F. 

Proposition 2.7. Soit A un duo - anneau, tel que tout À - module admet 
une enveloppe plate. Alors pour tout A - module de présentation finie M le 
À,» - module MP admet une enveloppe plate pour tout idéal premier P de 
A. 

Preuve : 

Soit h:M,; — F une enveloppe plate du A,+ - modules M,+. Alors 
RN : MP —— FE est une enveloppe plate du À,- - module M. 
Définition 2.8. Soit n € N*. Soit M un A - module. On dit que la 
dimension plate de M est inférieure ou égale à n et on note Fd(M) <n 
s'il existe une suite exacte de À - modules : 

0— FE, — P,\—..— P, — P, — M — 0 
où les P, sont projectifs et F, est plat. 
* FdM)=n si Fd(M) £n-—-1 
* Fd(M)=o s'il n'existe pas n EN tel que Fd(M) <n. 

Les résultats des deux théorèmes suivants sont connus. 
Théorème 2.9. Les assertions suivantes sont équivalentes pour tout 
A - module à droite (resp. à gauche) M 

i) FM) ER 

ii) Pour toute suite exacte 

D 
où les P, sont projectifs alors K = Ker d,_1 est plat. 

ii) Torm(M, M") = 0, pour tout m>nm+Tl et pour tout À - module à 
gauche M' 

iv) Torh+1(M, M") = 0, pour tout À - module à gauche (resp. à droite) M". 
Théorème 2.10. Pour tout À - module à droite M respectivement à gauche 
M', Tor»:1(M, M") = 0 si et si seulement FM) <n ou 
FatM) < n. 

Notation : 


On note par A - Mod la catégorie des À - modules à gauche et par Mod— A 
la catégorie des À - modules à droite. 


Définition 2.11. Soit À un anneau. 
1) On définit la dimension faible à gauche de À, notée par 


{Wp(A) = sup {Fi M), M € A — Mod} 
2) Et la dimension faible à droite de A, notée par : 
TWD(A) = sup{FiM), M € Mod — A} 
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Théorème et Définition : 
Soit À un anneau. Alors {WL(A) = rWD(A) et leur valeur commune est 
appelée dimension faible de l’anneau A. Cette valeur commune est notée par 
WD(A). 
Preuve 
Il suffit de remarquer que s’il existe n € N tel que Tor,:1(M, M") = 0, 
pour tout M € Mod — À et pour tout ME A — Mod 
alors {WD(A) <n et rWD(A) <n et sinon {WD(A) = rWD(A) = +co. 
Donc {WD(A) = rWL(A) = WD(A) 


Proposition 2.12. Soient À un duo - anneau et P un idéal premier de A 
et M un À - module à gauche. Alors Fi Mp:) = FM). 


Preuve 
Soit M un À - module à gauche. 
Supposons qu'il existe une suite exacte de À - modules à gauche. 


dn dn—1 d do 
0, 160. E, SM —0 


où F; est projectif pour tout 0 <i<n—1 et F, est plat. Alors la suite 
0— (F,)5 — (Fi a)ps — …. — (Ep — (F)px — Mp+ — 0 


de Ap+ - module est exacte 

où (Fn)p+ est plat et (F;)p+ est projectif pour tout 0 < i <n —1. Donc 
Fa(Mp+) < FM) () 

Inversement. Supposons qu’il existe une suite exacte de Ap+ - modules. 
Soient M un À - module à gauche, P un idéal premier de À 


dn—1 dn—2 di d 
0— FF, Fi Fo FF, — Mp: — 0 


où F, est plat et les F;, pour 0 <i<n—1 sont projectifs. Posons 
F' = d>"(M) et pourl<i<n F=d; (F1). 


oO t 


Il est clair que, pour tout 1,0 <i <n—1, F/ ‘est un À - module à gauche 
projectifs et que F7 est un À - module plat. En posant 


d=# —#"., 


pour OÜ<i<n avec F', = M, on vérifie facilement que la suite de À - 
modules 


Ge gp Re po Sp = ff 0 


est exacte d’où ÆFa(M) < FiMp+) (Il) 
L'égalité F(M) = Fi(Mp+) résulte alors de (1) et (IT). 
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Lemme 2.13. Soit À un anneau. Alors : 

1) Un À - module à gauche M est plat si et si seulement 
Tori(A/1,M)=0, pour tout idéal à droite TI de A 

2) Un À - module à droite M est plat si et si seulement 
Tori(M, A/I) —0, pour tout idéal à gauche T de À. 


Théorème 2.14. Soit À un anneau. Alors : 
WD(A) = sup {(Fd(A/I): IT un idéal à gauche de A} 


— {sup (Fd(A/I1): 1 un idéal à droite de A} 


Preuve : 
Soit { un idéal à droite de A. 
Supposons que sup{Fa(A/l1), 1 idéal à droite de À, } = +o. Alors 


sup{ FM), M € AMod — A} = +00, 
d’où WD(A) = +00. 
Supposons maintenant qu’il existe un entier n > 0 tel que 
sup{Fa(A/1)} < n, pour tout idéal à droite 0 de À. Donc F(A/I) <n 
pour tout idéal à droite Z de A. 
Montrons que pour tout À - module à gauche M F{(M) < n. Soit I un idéal 
à droite de À. 
Comme Æy(A/1) <n, alors Tor,:1(A/1, M) = 0, 
Soit 


D RE pe, pp pe gs 


est une suite exacte de À -module à gauche où P; est projectif, 
K = Kerdy_1 et d, est l'injection canonique. Alors, pour tout idéal à droite 
I dd Aona 
Tor:1(A/1, M) = Tori(A/1,K) = 0 
pour tout idéal à droite 7 de À donc Æ est un À - module à gauche plat. 
D'où FM) <n pour tout À -module à gauche M. Donc 
WD(A) = sup {Fi M), M € A — Mod} 

— sup{Fy(A/T), T idéal à droite de A} 

De meme on montre que : 


WD(A) = sup{Fi(A/1), I idéal à gauche} 
Supposons sup{Fa(A/T1), I idéal à gauche } = + 
Alors WD(A) = + et si F(A/I1) <n pour tout idéal à gauche 1 de A 
alors montrons que F{(M) <n pour tout À - module à droite M. Soit 


RS T U e Ve  l 


une suite exacte de À - module à droite ou P; est projectif pour tout 
0O<i<n—-1; K=Ker d,;_1, eti est l’injection canonique 
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Tor,:1(M, A/T) = Tor:(K,A/1) = ce qui implique que K est plat d’où 
Fi(M) <n d’où le résultat. 


Lemme 2.15. Soient À un duo-anneau, 1 un idéal de À et P un idéal premier 

de À. Alors le A-module à gauche (A/T),+ est isomorphe au A-module à gauche 

Théorème 2.16. Soit À un duo -anneau alors WD(A)= sup {WD(A,»} 
meMAX(A) 

où MAX(A)— l’ensemble des idéaux marimaur de A. 


Preuve 
On a par définition de WD(A), 


sup {WD(A,»)} <WD(A) 
meMAX(A 


car À, est un À - module à gauche. 


Montrons que WD(A)< sup {WD(A4,;)}. Soit 7 un idéal de A alors 
mEMAX(A 


il existe un idéal maximal m de À tel que 1 € m alors comme (A/1),,+ est 
isomorphe à A,p+/lLnx. 
Donc Fi(A/T) = Fa(Asmx/Im*) Cat Fa((A/1)mx) = Fa(A/T). 
Donc sup{ Fa(A/T), I idéal de A} = sup {FafAwx/l,nx), où m idéal maximal 
contenant l’idéal 7 de A} 

Donc WD(A) < sup {Fa(Amx/1") , l'idéal maximal de 4, } 
D'où le résultat. 


Corollaire 2.17. Soit À un duo - anneau, alors 

WD(A)= sup {WD(4,)}. 

Pespec(A) 
avec spec(A) — l’ensemble des idéaux premiers de A. 
Preuve 
On a WD(A) = sup{WD(Aw»+), m idéal maximal de A}. 
Donc WD(A) < sup{WD(A,;), P idéal premier de A} et comme À,- est 
un À module à gauche donc 
Sup {W(4,-+), P idéal premier de A} < WD(A) 

d'où WD(A) = Sup {W(A,), P premier de A} 





Théorème 2.18. Soit A un duo - anneau tel que WD(A,:) < © (A: 
considéré comme À - module à gauche) pour tout idéal premier P, alors les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

i) À est cohérent et WD(A) < 2 

ii) Tout À - module admet une enveloppe plate. 


Enveloppe plate sur un duo-anneau 879 


Preuve 

i) ii) résulte de [4] 

ii) — i) comme tout À - module admet une enveloppe plate alors d’après 
[2] la proposition 0.1.9 À est cohérent donc À,+ est cohérent à gauche 
et comme WD(A,+) < oo donc WD(A,:) < 2 et comme WD(A) = 
sup (WD(A;-)) avec P € spec(A). Donc WD(A) < 2. 


Corollaire 2.19. Soit A un duo - anneau tel que WD(A) < ©, alors tout 


A - module admet une enveloppe plate si et si seulement A est cohérent et 
WD(A) < 2. 


Preuve 
Comme WD(A) < © alors d’après ce qui précède WD(A,:) < œ pour 
tout PE spec(A) et d’après le théorème précédent on a le résultat. 


3. ENVELOPPE PLATE DANS LES IF - DUO - ANNEAUX 


Définition 3.1. Soit À un anneau. À est dit 1 F - anneau à gauche (resp. 
à droite) si tout À - module à gauche (resp. à droite) injectif est plat. 


Définition 3.2. Soit À un anneau. AÀ est dit I F - anneau s'il est à la fois 
I F à gauche et à droite. 


Proposition 3.3. Soit À un 1F- anneau. M un A - module de présen- 
tation finie. Alors M admet une enveloppe plate si et si seulement M est 
un sous - module essentiel d’un module projectif de type fini. 


Preuve : Condition nécessaire 

Soit M un À - module de présentation finie et f : M — F une enveloppe 
plate de M, alors d’après [4, proposition 1], F est un module projectif de 
type fini. Comme À est un I F - anneau alors E(M) est un À - module 
plat donc il existe h: F — E(M) tel que ho f est un monomorphisme 
essentiel. 

Soit C un sous - module de F de type fini tel que f!(C) = 0. Et 
I: F— F/C l’épimorphisme canonique, alors Ilof est un monomorphisme 
et coker(Ilo f) est de présentation finie, alors F est FP - injectif. Il existe 
h:F/C —=> F tel que hollof = f alors holIl est un isomorphisme 
alors IT est un monomorphisme —+ C =0 donc M est un sous - module 
esssentiel de F° 
Condition suffisante : Soit ÆF un module projectif de type fini, f : 
M —- F un monomorphisme essentiel. Comme tout module plat est une 
limite directe de modules projectifs de type fini et il est une limite directe des 
modules FP - injectif. Alors f : M — F est une pré - enveloppe plate. 
Soit g:F — F tel que go f = f. 

Comme f est un monomorphisme essentiel et Æ est F.P - injectif. Alors g 
est scindé donc g est un isomorphisme donc f : M — F' est une enveloppe 
plate. 
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Corollaire 3.4. Soit À un IF - anneau. M un A - module de présentation 
finie et N° un sous - module de M de type fini. Si M et N° admet 
des enveloppes plates, alors l’enveloppe plate de N est un facteur direct de 
l’enveloppe plate de M. 


Preuve 

Soit f : N — F une enveloppe plate de N et g: M — F' une 
enveloppe plate de M. Alors d’après la proposition précédente F et F" sont 
projectifs de type fini et f et g sont deux monomorphismes essentiels, alors 
F est considéré comme sous - module de F’. F est FP - injectif, alors F” 
et F est de rpésentation fini alors ÆF est un facteur direct de F". 


Définition 3.5. Soit À un anneau et S C À alors S est dite T'- nilpotent 
à gauche (resp. à droite) si pour toute suite (a ES; i>1) existe nEeN 
tel que a1 a2...an = 0 (resp. an X an_1 X .… X a = O) 


Lemme 3.6. Soient À un duo-anneau I un idéal de À et P un idéal premier 
de À contenant I. Alors A/I est un duo-anneau est P/T est un idéal premier 
de A/I. 


Lemme 3.7. Soient À un duo-anneau , T un idéal de A et P un idéal premier 
contenant I. Alors l’anneau (A/T)(P/n- est isomormphe à l’anneau A,+/1,+. 


Corollaire 3.8. Soient À un duo-anneau, et P un idéal premier de A. Alors 
(A/p)«& est isomorphe à l'anneau A: /P;: 


Preuve : Il suffit de remarquer que 0 = P/P. 


Corollaire 3.9. Soient À un anneau et P un idéal premier de A. Alors PF, 
est un idéal maximal de A. 


Preuve : 

A/p est un duo-anneau intègre donc l’anneau (A/p)() est un corps gauche 
(anneau de division) donc À,+/P,+ est un corps à gauche d’où P,+ est un idéal 
maximal de À. 


Lemme 3.10. Soient {M} une famille de A-modules à gauche et pour tout i, 
soient F; un sous-module de M; et (4; : F; — M;) une famille de morphismes 
de modules, vérifiant pour tout à il existe un automorphisme f; : M; — M; 
tel que h; o Gi = vi. 

Alors il existe un morphisme h : EM; —> M; vérifiant how; = Ev; (où 
Di : DEF; — EM) si et si seulement pour toute suite 
1 < ki < ko <<... < k,…. d’entier naturel, pour toute suite de morphismes de 
modules fn : My, — Mynx1 vérifiant fn(Fr,) = 0 et pour tout x € My, üil 
existe m > 1 tel que fn 9 fin-1 0. 6 Jilæ) =0: 


Théorème 3.11. Soit A un IF - duo - anneau tels que tout À - module 
à gauche admet une enveloppe plate, alors pour tout idéal maximal m , l’idéal 
maximal My: = MAmx est T - nilpotent. 
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Preuve 

Soit 0Æ£ZxemAw», Anna.(x) est de présentation finie car A, est 
cohérent. Donc d’après ce qui précède il existe f : Anna,.(x) — F une 
enveloppe plate tel que F' est une somme directe de A4,,+ donc F=0 ou 
F= Am. Si F=0 ona Anna,.(x) =0 implique A4»-x est libre donc il 
est FP - injectif et la suite courte exacte 
0 — À,,:7 — Ans — An / Am T — 0 est scindé c’est une contradiction 
avec 0Æ£xemA,. Ainsi l’injection canonique Anna,.(x) — Am est 
une enveloppe plate. Soit {x,}1en C mA, alors Ann4,.(x,) admet une 
enveloppe plate. 

Comme Anna. (x) —> À, est une enveloppe plate pour tout 
0 £xE mm. Donc soit {x, }hen une suite d'éléments de my. 
În: Am — Am 

TH Ln T 

posons My, = An et Fr, = Anna.(xx,), on à fi(F%,) = 0. Alors d’après le 
lemme précédent il existe un entier m > 1 tel que fm0 fm-10.….0 f1(1) = 0 donc 
il existe m tel que Ty Tm_1...21 = 0 ce qui prouve que Mm,,+ est T'-nilpotent. 


Soient et 1 < ki < k2 < .… une suite d’entier positif, 


Corollaire 3.12. Soient À un 1F-duo-anneau pour lequel tout A-module à 
gauche admet une enveloppe plate et m un idéal maximal de A. Alors J(A,»+) 
et T'-nilpotent. 


Preuve Il suffit de remarquer que J(4,,+) est inclus dans my. 


Corollaire 3.13. Soit À un IF - duo - anneau tel que tout À - module 
admet une enveloppe plate alors J(A) est T - nilpotent. 


Preuve 
Soit {tzh}nen une suite d'éléments de J(A). Alors pour tout idéal maximal 


œ 
m de À {xh}nen est une suite d'éléments de m. Donc la suite {=} est 
une suite d'éléments de My+, aussi comme (d’après ce qui prècède) m»+ est 
T'- nilpotent donc il existe n, € N tel que 
di dat Æ1 To OÙ 
RS x =, 
il 1 1 1 1 
alors il existe x ES, tel que x X Ty, X Tn,-1 X .… X To = 0, x est régulier 


donc ilexiste n, EN tel que y, X Tn,-1 X .… X TZ, = 0 et ce qui prouve que 
J(A) est T - nilpotent. 





4. ENVELOPPES PLATES DANS LES QF - DUO - ANNEAUX 


Notation 

Soit À un anneau et X C À. 
On note par L(X) = annulateur à gauche de X et r(X) — annulateur à 
droite de X. 
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Définition 4.1. Soit A un anneau artinien à gauche et à droite alors A 
est dit quasi - Frobéniusien ou anneau QF s'il vérifie : 


1) L(r(1)) =1 pour tout idéal à gauche 


2) r(L())=1 pour tout idéal à droite. 


Proposition 4.2. Soit À un duo - anneau artinien alors À est quasi - 
frobéniusien (QF) si et si seulement Anna(Anna(l)) = TI pour tout idéal I. 


Preuve 
Comme À est un duo - anneau alors pour tout idéal 7 de À, TI est 
bilatère donc L(r(1)) = r(L(1)) = Anna(Anna(I) = I. 


Définition 4.3. Soit A un anneau. A est dit anneau parfait si tout A - 
module admet une couverture projective. 


Lemme 4.4. Soit À un IF - anneau alors À est QF si et si seulement 
A est parfait. 


Corollaire 4.5. Soit A un IF - duo - anneau semi - local tel que tout A - 
module admet une enveloppe plate alors A est QF. 


Proposition 4.6. Soit A un IF - duo - anneau tel que tout À - module 
admet une enveloppe plate. Si f : M — F une enveloppe plate, alors pour 
tout idéal maximal m, F+ est l’enveloppe injective de M,s+. 


Preuve 

Soit f: M — F une enveloppe plate ; me MAX(A) alors 
f*: Mn: — Fx+ est une enveloppe plate alors A,» est QF et E(M,») 
l’enveloppe injective de M,,+ est un sous - module de F,,:. Donc E(M,) est 
un facteur direct de F,,+, soient g:F — E(M,;) vérifiant go f = j*oim 
Où 7°: Mn: — E(M,») l'enveloppe injective de M, ; vu: F —+ E(M,:) 
vérifiant vo f*=7* et u: E(M,») — Fx tel que uo j* = f*. 
alors vu = g* : EF — E(M,>) etona: vouoÿ* =vo f* = (go f)* = 
(joim) = j* alors vou est un isomorphisme car j* est une enveloppe 
plate. 
D'autre part on a vo f* — j* ce qui implique uovo f*=uoj* = f*, donc 
uov est un isomorphisme (car f* est une enveloppe plate). Ainsi vou et 
uov sont deux isomorphismes. donc uw et v sont deux isomorphismes d’où 
le résultat. 


Corollaire 4.7. Soit À un Î1F - duo - anneau tel que pour tout idéal maximal 
m et tout À - module admet une enveloppe plate. Alors l’enveloppe plate de 
tout À - module est une extension plate essentiel. 


Preuve 

D’après la proposition précédente, soit f : M —— F une enveloppe plate 
alors F+ est l’enveloppe injective de M,,+. Alors f* est une extension plate 
essentielle donc f est une extension plate essentielle. 
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Théorème 4.8. Soit À un duo - anneau cohérent tels que pour tout idéal 
maximal m. An est QF alors tout A - module de présentation finie admet 
une enveloppe plate monomorphique. 


Preuve 

Soit X un À - module de présentation finie, on a le monorphisme canonique 
de: i: À —> II A+ à est un monomorphisme pur. Alors À est un 

meMA(A) 

sous - module pur d’un module injectif. Donc À est self - F P - injectif et 
d’après [1, théorème 11] A est un 1F - anneau. 

D'autre part À est semi - régulier. Comme À est cohérent donc d’après ce 
qui précède tout À - module de présentation finie admet une enveloppe plate 
et d’après le corollaire précédent toute enveloppe plate est un monomorphisme. 


Théorème 4.9. Soit À un duo - anneau, alors les conditions suivantes sont 
équivalentes. 

i) À est cohérent et self - injectif 

ii) Tout À - module de présentation finie admet une enveloppe plate qui 

coincide avec l’enveloppe injective. 

ii) À est self - injectif et l'enveloppe injective de tout À - module de 
présentation finie est un module projectif de type fini 

iv) À est self - injectif et tout À - module de présentation finie admet une 
pré - enveloppe plate. 


Preuve 

i) — ii) A est cohérent et self - injectif alors d’après ([1, théorème 12]. 

Donc À est cohérent semi - régulier et d’après ce qui précède tout module de 
présentation finie admet une enveloppe plate. 
Soit f : M — F une enveloppe plate de M avec M de présentation 
finie et d’après ce qui précède f est un monomorphisme essentiel et comme 
E(M) est plat alors il existe h:F — E(M) tel que ho f —i où à est 
l'enveloppe injective de F © E(M). 

ii) — ii) E(A) l'enveloppe injective de À donc ÆE(A) © À donc A 
est self - injectif. D'autre part E(M) est une enveloppe plate de tout module 
de présentation finie alors E(M) est un module projectif de type fini. 

iii) — iv) Si pour tout module de présentation finie admet une enveloppe 
plate injective alors tout module de présentation finie est un sous - module 
essentiel d’un module projectif de type fini et À est un 1F - anneau alors 
d’après l’une des propositions précédentes tout module de présentation finie 
admet une enveloppe plate donc une pré-enveloppe plate. 

iv) — i) évident d’après ce qui précède. 


Théorème 4.10. Soit À un duo - anneau, ls conditions suivantes sont équiv- 
alentes : 
i) Tout À - module admet une enveloppe plate monomorphique. 
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ü) Pour tout idéal maximal m de A, A+ est un corps ou bien A 
est un anneau qui est un À - module projectif. 


Preuve 

i) — ü) Am est un QF pour tout m € MAX(A). Soit F(m) 
une enveloppe plate de m alors F(m) est un idéal de À contenant m 
alors d’après ce qui précède Fm) est une extension essentiel de m donc 
F(m) =m où F(m)= A alors l'injection à: m— A est une enveloppe 
plate de m. Comme 4,4: est artinien alors il existe n € N tel que 
(m Am)" = (mm = 0 et d'autre part si me MAX(A), 
M Æ£ (m')m* = An donc m” est plat. Soit X un À-module FP - 
injectif alors on a la suite longue exacte : 


0 —> HomaA(A/m, X) — Hom(A, X) — Hom(m,X) — 


EXt\(A/m,X) — EX#\(A, X) — 0 


et comme X est FP-injectif et À est de type fini donc EXt\(A, X) = O, ainsi 
la suite 


0 — HomaA(A/m, X) — HomaA(A, X) — Homa(m, X) — 


EXt\(A/m,X) — 0 


est exacte. 
comme :m —— À est une pré-enveloppe plate et X est plat car tout 
module FP - injectif est un sous - module pure de E(X). Donc tout module 
injectif est plat d'où EXTI(A/m, X) —0 pour tout module FP - injectif 
X alors A/m est de présentation finie, donc m est de type fini, alors m” 
est de type fini d’où A/m” est un À - module projectif de type fini et comme 
A/m"© À, donc 4,,+ est un À - module projectif de type fini. 
ii) — i) Soit A! le A-module où 1 est un ensemble et soit m € MAX(A). 
Si 4,+ est un corps alors (A1), est plat si À,,+ n’est pas un corps alors A+ 
est un module projectif de type fini et on a (4/),, © A1@ 4, © (AQ A,,)! 
donc (41), est plat et on déduit que A7 est plat et que A est cohérent. 
D'autre part, d’après [2, théorème 2.2] À est un sous-module pur de IT 4,,: 
pour tout m € MAX(A). Et 4, est injectif, donc À est self - FP - injectif. 
Donc tout A-module injectif est plat donc À est un 1 F -anneau donc tout 
A-module à gauche admet une pré-enveloppe plate monomorphique. 
Soit f : M — F une pré-enveloppe plate monomorphique, alors pour tout 
me MAX(A), ilexite @r : E(Mm+) — Fnx tel que 


groÿ = f" (où j: Mn — E(M»:) 
est l’enveloppe injective de M,,»). 
Supposons que F" = ji}! (E(M)) alors (F")» © E(M+) et comme À 


est un { F - anneau donc (F”"),,: est plat car E(M,,:) est plat donc F” est 
plat. Ils existent f7: M — Feet 57 : FM F tels que 77 0 f = f. 
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Posons F" — a Feet f: M — F'l’homomorphisme induit par 
mEeMAX(A) 
{f"}, alors f’ est une enveloppe plate de M. Et comme pour tout m € 
MAX(A) (F"),+ est plat donc (F”),,+ est une enveloppe injective de M,,+. 
Donc f': M — F' est une enveloppe plate monomorphique car 
Si A+ est un corps ou bien 4,,: est un module projectif de type fini donc 
le foncteur & À, commute avec l'intersection : 


(hs APTE Sr Mo ds SN rPeAs NP). EPS EM) 


et comme À est QF donc E(M,) est plat. 

Comme f : M — F est factorisable à travers f’ alors f” : M — F' est 
une pré-enveloppe plate de M. Et comme (F°),,; — E(M,+) alors pour tout 
h:F'" — F' tel que ho f’ = f' est un isomorphisme 
car pour tout m € MAX(A) ils existent h, : (F)ux — (FT), tel que 
Rmx o (Cf) = (f)* où (F1): Mn — (FT) est une enveloppe plate donc 
Rm est un isomorphisme. 

Donc f’: M — F' est une enveloppe plate monomorphique. 


REFERENCES 


[1] ANDERSON, F. W. and FULLER, K. R. : Rings and categories of modules. 
New Vork, Springer - Verlag (1973). 
[2] J. ASENSION MAYOR and J. MARTINEZ HERNANDEZ : Flat enveloppes 
in commutative rings. Israel Journal of Mathematics, Vol. 62. 1. 1988. 
[3] J. ASENSION MAYOR and J. MARTINEZ HERNANDEZ : Monomorphic 
flat enveloppes in commutative rings. Arch. Math, Vol. 54, 430 - 435 (1990). 
[4] J. ASENSION MAYOR and J. MARTINEZ HERNANDEZ : On flat and 
projective enveloppes. Journal of algebra 160, 434 - 440 (1993). 
[5] ERNEST AUGUST BEHRENS : Rings theory, Academic Press New York and 
London (1972). 
[6] BEN MAAOUIA MOHAMED FRAJ et MAMADOU SANGHARE : Local- 
isation dans les duo - anneaux Afrika Mathematika. Série 3, Volume 20 (2009) pp. 163 
- 179. 
[7] BEN MAAOUIA MOHAMED FRAJ : Doctorat 3ème Cycle, Faculté des Sciences 
et Techniques, UCAD, Dakar, Juillet 2003. 
[8] N. BOURBAKI : Eléments de Mathématiques (algèbre chapitre 1 à 3), Hermann, 
Paris (1970). 
[9] JIANLONG CHEN : P. projective modules. Communication in algebra. 24(3), 821 
- 831 (1996). 
[10] R. R. COLBY : Rings which have flat injective modules. Journal of algebra 35, 239 
-252 (1975). 
[11] ROBERT F. DAMIANO Coflat rings and modules. PACIFIC Journal of Mathe- 
matics Vol. 81, N° 2, 1979. 
[12] EDGARE ENOCHS : Injective and flat covers, enveloppes and resolvents. Israel 
Journal of Mathematics, Vol. 39, N° 3 1981. 
[13] J. MARTINEZ HERNANDEZ : Relatively flat enveloppes. Commutations in al- 
gebra, 14(5), 867 - 884 (1986). 
[14] G. RENAULT : Algèbre non commutative, Gauthier-Villars, Paris - Bruxelles - Mon- 
tréal (1975). 


886 M. B. F. BEN MAAOUIA and M. SANGHARE 


[15] JOSEPH J. ROTMAN : Notes on homological algebra, University of Illinois, Uraba 
(1968). 

[16] S. DJIBY, ©. DIANKHA, M. SANGHARE : On FGR - Ring. JP J. Algebra 
Number Theory Appl. 10 (2008), n° 1, 97 - 111. 

[17] JINZ HONG XU : Flat covers of modules. Lectures note in Mathematics (1934). 


Received: September, 2010 


